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1 есеп / Задача 1

Тiкбұрышты үшбұрышқа iштей сызылған шеңбер гипотенузаны
ұзындықтары 20 және 24 болатын екi кесiндiге бөледi. Үшбұрыш
ауданын табыңыз.

Окружность, вписанная в прямоугольный треугольник делит гипо-
тенузу на два отрезка длины 20 и 24. Найдите площадь треуголь-
ника.

Ответ: 480.

Решение. Рассмотрим треугольник 𝐴𝐵𝐶, в котором ∠𝐶 = 90∘.
Пусть 𝐼 — центр вписанной в этот треугольник окружности, которая
касается сторон 𝐴𝐵, 𝐵𝐶 и 𝐶𝐴 соответственно в точке 𝑃 , 𝑄 и 𝑅. По
условию 𝐴𝑃 = 20, 𝐵𝑃 = 24.
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Так как 𝐴𝑃 , 𝐴𝑅, 𝐵𝑃 , 𝐵𝑄, 𝐶𝑅, 𝐶𝑄 касаются вписанной окружности,
то 𝐴𝑃 = 𝐴𝑅 = 20, 𝐵𝑃 = 𝐵𝑄 = 24, 𝐶𝑅 = 𝐶𝑄 = 𝑥.

Поэтому 𝐴𝐶 = 20 + 𝑥, 𝐵𝐶 = 24 + 𝑥, 𝐴𝐵 = 20 + 24 = 44.

По теореме Пифагора

𝐴𝐶2 +𝐵𝐶2 = 𝐴𝐵2,

(20 + 𝑥)2 + (24 + 𝑥)2 = 442,

2𝑥2 + 88𝑥− 960 = 0,

𝑥2 + 44𝑥− 480 = 0,

𝑥 = −22±
√
222 + 480 = −22±

√
964 = −22± 2

√
241.

Так как 𝑥 > 0, то 𝑥 = 2
√
241− 22.

Отсюда

𝐴𝐶 = 20 + 𝑥 = 2
√
241− 2, 𝐵𝐶 = 24 + 𝑥 = 2

√
241 + 2.

Площадь треугольника 𝐴𝐵𝐶 равна:

𝑆𝐴𝐵𝐶 =
1

2
𝐴𝐶 ·𝐵𝐶 =

1

2
(2
√
241− 2)(2

√
241 + 2) =

=
1

2

(︁
(2
√
241)2 − 22

)︁
=

1

2
(964− 4) =

1

2
· 960 = 480.

Примерная схема оценивания.

1. Указано, что 𝐴𝑃 = 𝐴𝑅 = 20, 𝐵𝑃 = 𝐵𝑄 = 24, 𝐶𝑅 = 𝐶𝑄. (1 балл)

2. Получено уравнение (20 + 𝑥)2 + (24 + 𝑥)2 = 442. (2 балла)

3. Получены корни уравнения 𝑥 = −22± 2
√
241. (2 балла)

4. Получено 𝐴𝐶 = 2
√
241− 2, 𝐵𝐶 = 2

√
241 + 2. (1 балл)

5. Найдена площадь треугольника 𝐴𝐵𝐶. (1 балл)

Примечание. Правильный ответ без обоснования 0 баллов.



2 есеп / Задача 2

Теңдеудi шешiңiз:(︂
2𝑥− 𝑦 + 1

4𝑥2 + 12𝑥

)︂2

+
(︀
𝑥2 + 4𝑥− 𝑦 − 2

)︀2
= 0.

Решите уравнение:(︂
2𝑥− 𝑦 + 1

4𝑥2 + 12𝑥

)︂2

+
(︀
𝑥2 + 4𝑥− 𝑦 − 2

)︀2
= 0.

Ответ: (1, 3).

Решение. Заметим, что 4𝑥2 + 12𝑥 ̸= 0, то есть 𝑥 ̸= 0 и 𝑥 ̸= −3.

Так как
(︂
2𝑥− 𝑦 + 1

4𝑥2 + 12𝑥

)︂2

≥ 0 и
(︀
𝑥2 + 4𝑥− 𝑦 − 2

)︀2 ≥ 0 при всех допу-
стимых значениях 𝑥 и 𝑦, то(︂

2𝑥− 𝑦 + 1

4𝑥2 + 12𝑥

)︂2

+
(︀
𝑥2 + 4𝑥− 𝑦 − 2

)︀2
= 0

тода и только тогда, когда⎧⎪⎨⎪⎩
(︂
2𝑥− 𝑦 + 1

4𝑥2 + 12𝑥

)︂2

= 0,(︀
𝑥2 + 4𝑥− 𝑦 − 2

)︀2
= 0

⇐⇒

⎧⎨⎩
2𝑥− 𝑦 + 1

4𝑥2 + 12𝑥
= 0,

𝑥2 + 4𝑥− 𝑦 − 2 = 0

При допустимых значениях 𝑥 и 𝑦 последняя система перепишется в
виде: {︃

2𝑥− 𝑦 + 1 = 0,

𝑥2 + 4𝑥− 𝑦 − 2 = 0.
⇐⇒

{︃
𝑦 = 2𝑥+ 1,

𝑥2 + 4𝑥− 𝑦 − 2 = 0
⇐⇒{︃

𝑦 = 2𝑥+ 1,

𝑥2 + 4𝑥− 2𝑥− 1− 2 = 0
⇐⇒

{︃
𝑦 = 2𝑥+ 1,

𝑥2 + 2𝑥− 3 = 0.

Последнее уравнение имеет корни 𝑥 = 1 и 𝑥 = −3, но 𝑥 ̸= −3, поэтому{︃
𝑥 = 1,

𝑦 = 2𝑥+ 1
⇐⇒

{︃
𝑥 = 1,

𝑦 = 3.

Примерная схема оценивания.

1. Указано, что 𝑥 ̸= −3. (1 балл)

2. Получена система

{︃
2𝑥− 𝑦 + 1 = 0,

𝑥2 + 4𝑥− 𝑦 − 2 = 0.
(2 балла)

3. Получена система

{︃
𝑦 = 2𝑥+ 1,

𝑥2 + 2𝑥− 3 = 0.
(2 балла)

4. Решено уравнение 𝑥2 + 2𝑥− 3 = 0. (1 балл)

5. Получен ответ (1 балл)

6. Правильный ответ без обоснования. (0 баллов)

Примечание. Правильный ответ без обоснования 0 баллов.



3 есеп / Задача 3

𝑥2 − 10𝑥+ 4 = 𝑦2

теңдеуiнiң барлық бүтiн сан шешiмдерiн табыңыз.

Найдите все решения уравнения

𝑥2 − 10𝑥+ 4 = 𝑦2

в целых числах.

Ответ: (−6,−10), (−6, 10), (0,−2), (0, 2), (10,−2), (10, 2), (16,−10),
(16, 10).

Решение. Выделим полный квадрат в левой части уравнения:

𝑥2 − 2 · 5𝑥+ 52 − 52 + 4 = 𝑦2,

(𝑥− 5)2 − 21 = 𝑦2,

(𝑥− 5)2 − 𝑦2 = 21,

(𝑥− 5− 𝑦)(𝑥− 5 + 𝑦) = 21.

Числа (𝑥−5−𝑦) и (𝑥−5+𝑦) являются целыми, и при этом являются
делителями числа 21 = 3 · 7. Поэтому получаем следующие числа.

Случай 1.{︃
𝑥− 5− 𝑦 = 1,

𝑥− 5 + 𝑦 = 21
⇐⇒

{︃
𝑥− 𝑦 = 6,

𝑥+ 𝑦 = 26
⇐⇒

{︃
2𝑥 = 32,

2𝑦 = 20
⇐⇒

{︃
𝑥 = 16,

𝑦 = 10.

Случай 2.{︃
𝑥− 5− 𝑦 = −1,

𝑥− 5 + 𝑦 = −21
⇐⇒

{︃
𝑥− 𝑦 = 4,

𝑥+ 𝑦 = −16
⇐⇒

{︃
2𝑥 = −12,

2𝑦 = −20
⇐⇒

{︃
𝑥 = −6,

𝑦 = −10.

Случай 3.{︃
𝑥− 5− 𝑦 = 21,

𝑥− 5 + 𝑦 = 1
⇐⇒

{︃
𝑥− 𝑦 = 26,

𝑥+ 𝑦 = 6
⇐⇒

{︃
2𝑥 = 32,

2𝑦 = −20
⇐⇒

{︃
𝑥 = 16,

𝑦 = −10.

Случай 4.{︃
𝑥− 5− 𝑦 = −21,

𝑥− 5 + 𝑦 = −1
⇐⇒

{︃
𝑥− 𝑦 = −16,

𝑥+ 𝑦 = 4
⇐⇒

{︃
2𝑥 = −12,

2𝑦 = 20
⇐⇒

{︃
𝑥 = −6,

𝑦 = 10.

Случай 5.{︃
𝑥− 5− 𝑦 = 3,

𝑥− 5 + 𝑦 = 7
⇐⇒

{︃
𝑥− 𝑦 = 8,

𝑥+ 𝑦 = 12
⇐⇒

{︃
2𝑥 = 20,

2𝑦 = 4
⇐⇒

{︃
𝑥 = 10,

𝑦 = 2.

Случай 6.{︃
𝑥− 5− 𝑦 = −3,

𝑥− 5 + 𝑦 = −7
⇐⇒

{︃
𝑥− 𝑦 = 2,

𝑥+ 𝑦 = −2
⇐⇒

{︃
2𝑥 = 0,

2𝑦 = −4
⇐⇒

{︃
𝑥 = 0,

𝑦 = −2.

Случай 7.{︃
𝑥− 5− 𝑦 = 7,

𝑥− 5 + 𝑦 = 3
⇐⇒

{︃
𝑥− 𝑦 = 12,

𝑥+ 𝑦 = 8
⇐⇒

{︃
2𝑥 = 20,

2𝑦 = −4
⇐⇒

{︃
𝑥 = 10,

𝑦 = −2.

Случай 7.{︃
𝑥− 5− 𝑦 = −7,

𝑥− 5 + 𝑦 = −3
⇐⇒

{︃
𝑥− 𝑦 = −2,

𝑥+ 𝑦 = 2
⇐⇒

{︃
2𝑥 = 0,

2𝑦 = 4
⇐⇒

{︃
𝑥 = 0,

𝑦 = 2.

Таким образом, полуичаем следующие пары решения (−6,−10),
(−6, 10), (0,−2), (0, 2), (10,−2), (10, 2), (16,−10), (16, 10).

Примерная схема оценивания.

1. Выделен полный квадрат. (1 балл)

2. Получено уравнение, в котором в левой части выражение, разложен-
ноеи на множители, а в правом — целое число. (2 балла)

3. Рассмотрены все 8 случаев. (3 балла)

4. Правильный ответ. (1 балл)

Примечание. Правильный ответ без обоснования 0 баллов.


