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4 есеп / Задача 4

Есептеңiз: cos
𝜋

15
· cos 2𝜋

15
· cos 3𝜋

15
· . . . · cos 14𝜋

15
.

Вычислите: cos
𝜋

15
· cos 2𝜋

15
· cos 3𝜋

15
· . . . · cos 14𝜋

15
.

Ответ: − 1

214
= − 1

16384
.

Решение. Заметим, что

𝑋 = cos
𝜋

15
· cos 2𝜋

15
· cos 3𝜋

15
· . . . · cos 14𝜋

15
=

= cos
𝜋

15
· cos 2𝜋

15
· cos 3𝜋

15
· cos 4𝜋

15
· cos 5𝜋

15
· cos 6𝜋

15
· cos 7𝜋

15
·

· cos 8𝜋
15

· cos 9𝜋
15

· cos 10𝜋
15

· cos 11𝜋
15

· cos 12𝜋
15

· cos 13𝜋
15

· cos 14𝜋
15

=

= cos
𝜋

15
· cos 2𝜋

15
· cos 3𝜋

15
· cos 4𝜋

15
· cos 5𝜋

15
· cos 6𝜋

15
· cos 7𝜋

15
·

·
(︂
− cos

7𝜋

15

)︂
·
(︂
− cos

6𝜋

15

)︂
·
(︂
− cos

5𝜋

15

)︂
·
(︂
− cos

4𝜋

15

)︂
·

·
(︂
− cos

3𝜋

15

)︂
·
(︂
− cos

2𝜋

15

)︂
·
(︁
− cos

𝜋

15

)︁
=

= − cos2
𝜋

15
· cos2 2𝜋

15
· cos2 3𝜋

15
· cos2 4𝜋

15
· cos2 5𝜋

15
· cos2 6𝜋

15
· cos2 7𝜋

15
.

Обозначим

𝐴 = cos
𝜋

15
· cos 2𝜋

15
· cos 4𝜋

15
· cos 7𝜋

15
,

𝐵 = cos
3𝜋

15
· cos 5𝜋

15
· cos 6𝜋

15
.

Тогда 𝑋 = −𝐴2 ·𝐵2.

Вычислим

𝐴 = cos
𝜋

15
· cos 2𝜋

15
· cos 4𝜋

15
· cos 7𝜋

15
== − cos

𝜋

15
· cos 2𝜋

15
· cos 4𝜋

15
· cos 8𝜋

15
=

= −
sin 𝜋

15
cos 𝜋

15
· cos 2𝜋

15
· cos 4𝜋

15
· cos 8𝜋

15

sin 𝜋
15

=

= −
sin 2𝜋

15
· cos 2𝜋

15
· cos 4𝜋

15
· cos 8𝜋

15

2 sin 𝜋
15

= −
sin 4𝜋

15
· cos 4𝜋

15
· cos 8𝜋

15

4 sin 𝜋
15

=

= −
sin 16𝜋

15

16 sin 𝜋
15

=
sin 𝜋

15

16 sin 𝜋
15

=
1

16
=

1

24
.

Далее,

𝐵 = cos
3𝜋

15
· cos 5𝜋

15
· cos 6𝜋

15
=

sin 3𝜋
15

· cos 3𝜋
15

· cos 5𝜋
15

· cos 6𝜋
15

sin 3𝜋
15

=

=
sin 6𝜋

15
· cos 5𝜋

15
· cos 6𝜋

15

2 sin 3𝜋
15

=
sin 12𝜋

15
· cos 5𝜋

15

4 sin 3𝜋
15

=

=
sin 3𝜋

15
· cos 5𝜋

15

4 sin 3𝜋
15

=
cos 5𝜋

15

4
=

cos 𝜋
3

4
=

1

8
=

1

23
.

Таким образом, 𝑋 = −𝐴2 ·𝐵2 = − 1

28
· 1

26
= − 1

214
= − 1

16384
.

Примерная схема оценивания.

1. Показано, что исходное выражение равно

− cos2
𝜋

15
· cos2 2𝜋

15
· cos2 3𝜋

15
· cos2 4𝜋

15
· cos2 5𝜋

15
· cos2 6𝜋

15
· cos2 7𝜋

15
.

(2 балла)

2. Показано, что 𝐴 =
1

16
(2 балла)

3. Показано, что 𝐵 = −1

8
(2 балла)

4. Получен правильный ответ. (1 балл)

Примечание. Правильный ответ без обоснования 0 баллов.



5 есеп / Задача 5

𝐴𝐵𝐶 үшбұрышында 𝐵𝐷 медианасы жүргiзiлген, ал 𝐴𝐵𝐷 және
𝐶𝐵𝐷 үшбұрыштарында сәйкесiнше 𝐷𝐸 және 𝐷𝐹 биссектрисала-
ры жүргiзiлген. 𝐸𝐹 және 𝐵𝐷 кесiндiлерi 𝑃 нүктесiнде қиылысады.
𝐸𝐹

𝐷𝑃
қатынасын табыңыз.

В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведена медиана 𝐵𝐷. В треугольниках
𝐴𝐵𝐷 и 𝐶𝐵𝐷 проведены соответственно биссектрисы 𝐷𝐸 и 𝐷𝐹 .

Отрезки 𝐸𝐹 и 𝐵𝐷 пересекаются в точке 𝑃 . Найти отношение
𝐸𝐹

𝐷𝑃
.

Ответ: 2.

Решение.

𝐴 𝐷

𝐵

𝐸

𝐶

𝐹𝑃

По свойству биссектрисы треугольника из треугольников 𝐴𝐵𝐷 и
𝐵𝐶𝐷 получаем:

𝐴𝐸

𝐵𝐸
=

𝐴𝐷

𝐵𝐷
,

𝐶𝐹

𝐵𝐹
=

𝐶𝐷

𝐵𝐷
.

Так как 𝐵𝐷 — медиана, то 𝐴𝐷 = 𝐶𝐷. Следовательно,

𝐴𝐸

𝐵𝐸
=

𝐴𝐷

𝐵𝐷
=

𝐶𝐷

𝐵𝐷
=

𝐶𝐹

𝐵𝐹
.

Так как
𝐴𝐸

𝐵𝐸
=

𝐶𝐹

𝐵𝐹
, то 𝐸𝐹 ||𝐴𝐶. Отсюда

∠𝐷𝐸𝑃 = ∠𝐸𝐷𝐴 = ∠𝐸𝐷𝑃,

∠𝐷𝐹𝑃 = ∠𝐹𝐷𝐶 = ∠𝐹𝐷𝑃.

Отсюда получаем, что треугольники 𝐷𝑃𝐸 и 𝐷𝑃𝐹 равнобедренные,
при этом

𝐸𝑃 = 𝐷𝑃, 𝐹𝑃 = 𝐷𝑃.

Значит, 𝐸𝐹 = 𝐸𝑃 + 𝐹𝑃 = 2𝐷𝑃 , то есть
𝐸𝐹

𝐷𝑃
= 2.

Примерная схема оценивания.

1. Показано, что
𝐴𝐸

𝐵𝐸
=

𝐶𝐹

𝐵𝐹
и / или, что 𝐸𝐹 ||𝐴𝐶. (3 балла)

2. Показано, что 𝐸𝑃 = 𝐹𝑃 = 𝐷𝑃. (3 балла)

3. Получен правильный ответ. (1 балл)

Примечание. Правильный ответ без обоснования 0 баллов.



6 есеп / Задача 6

𝑎, 𝑏, 𝑐 нақты сандары келесi теңдiктi қанағаттардырады:

𝑎+ 𝑏+ 𝑐 = 3.

2𝑎2 + 2𝑏2 + 2𝑐2 ≥ 3 + 𝑎𝑏+ 𝑏𝑐+ 𝑐𝑎.

теңсiздiгiн дәлелдеңiз.

Действительные числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 удовлетворяют равенству:

𝑎+ 𝑏+ 𝑐 = 3.

Докажите неравенство:

2𝑎2 + 2𝑏2 + 2𝑐2 ≥ 3 + 𝑎𝑏+ 𝑏𝑐+ 𝑐𝑎.

Доказательство. Докажем, что для любых 𝑥, 𝑦 ∈ R справедливо
неравенство:

𝑥2 + 𝑦2 + 1 ≥ 𝑥𝑦 + 𝑥+ 𝑦.

Действительно, для любых 𝑥, 𝑦 ∈ R
(𝑥− 1)2 + (𝑦 − 1)2 + (𝑥− 𝑦)2 ≥ 0,

𝑥2 − 2𝑥+ 1 + 𝑦2 − 2𝑦 + 1 + 𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 𝑦2 ≥ 0,

2𝑥2 + 2𝑦2 + 2 ≥ 2𝑥𝑦 + 2𝑥+ 2𝑦.

Отсюда следует требуемое неравенство. Применим это неравенсьво
несколько раз:

𝑎2 + 𝑏2 + 1 ≥ 𝑎𝑏+ 𝑎+ 𝑏,

𝑏2 + 𝑐2 + 1 ≥ 𝑏𝑐+ 𝑏+ 𝑐,

𝑐2 + 𝑎2 + 1 ≥ 𝑐𝑎+ 𝑐+ 𝑎.

Сложим эти неравенства:

2𝑎2 + 2𝑏2 + 2𝑐2 + 3 ≥ (𝑎𝑏+ 𝑏𝑐+ 𝑐𝑎) + 2(𝑎+ 𝑏+ 𝑐).

Так как 𝑎+ 𝑏+ 𝑐 = 3, то

2𝑎2 + 2𝑏2 + 2𝑐2 + 3 ≥ (𝑎𝑏+ 𝑏𝑐+ 𝑐𝑎) + 6.

Отсюда
2𝑎2 + 2𝑏2 + 2𝑐2 ≥ 3 + 𝑎𝑏+ 𝑏𝑐+ 𝑐𝑎.

Примерная схема оценивания.

1. Доказано неравенство 𝑥2 + 𝑦2 + 1 ≥ 𝑥𝑦 + 𝑥+ 𝑦. (3 балла)

2. Завершение доказательства. (4 балла)


